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Введение
Фитопланктон составляет основу жизни в водоемах. Биопродуктивность водной экосистемы определяется продукцией фитопланктона. Изучение фитопланктона позволяет понять наиболее масштабные процессы в экосистемах. В свою очередь, фитопланктон в наибольшей степени зависит от питательных минеральных веществ (биогенов). Нас интересует функционирование фитопланктона в зависимости от минерального питания.

При изучении состояния и функционирования фитопланктона важную роль в настоящее время играют данные дистанционных методов зондирования поверхности морей и океанов. В частности, искусственные спутники Земли позволяют получить данные о содержании минеральных веществ и хлорофилла в поверхностном слое. Данные о хлорофилле дают возможность оценить содержание фитопланктона и дать грубую оценку первичной продукции. Данные о минеральных веществах (на основе азота, фосфора, кремния и других химических элементов), составляющих материальную основу для построения растительных организмов в процессе фотосинтеза, дают возможность оценить характеристики продукционных процессов фитопланктона. На этом этапе полезны математические модели динамики численностей (биомасс) основных видов фитопланктонного сообщества.

Модели описывают динамику преобразования веществ при фотосинтезе и построении растительного организма. Рассматриваются модели замкнутых и открытых по веществу систем. Для краткости сами модели будем называть замкнутыми или открытыми соответственно. Подобные математические модели используются также в описании динамики микробных культур в лабораторных экспериментах.

При описании микробиологических культур применяются открытые модели, берущие начало из описания хемостата. Это модели проточных культур, когда в систему с некоторой скоростью попадают питательные вещества и содержимое выбывает из системы, зачастую с той же скоростью. Такие же модели применяются для описания функционирования фитопланктона в предположении, что в изучаемой среде выполняются условия протока. В иных природных ситуациях могут быть пригодны другие модели, в том числе частично или полностью замкнутые по веществу.

Мы рассмотрим одну из открытых моделей, основанную на концепции «клеточной квоты» М. Друпа, предложенную Тилманом и далее развитую в ряде работ. Эта модель применяется и к анализу фитопланктона в водоемах, с использованием лабораторных методов экспериментального определения параметров.
Модель представляет собой систему нелинейных дифференциальных уравнений. Рассматриваются уравновешенные стационарные решения, далее называемые равновесиями. Оказывается, что эти решения достаточно подробно характеризуют фазовый портрет системы дифференциальных уравнений.
Реализован алгоритм поиска равновесных решений. На примерах проиллюстрировано поведение решений системы.

1 Математическая модель динамики биомассы фитопланктона
В модели выделены биологические виды фитопланктона и группы минеральных питательных веществ. Фитопланктон представлен 
[image: image1.wmf]m

 видами, их концентрации в среде обозначены 
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 для вида 
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. Минеральное питание растительных организмов разбивается на 
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 групп сходных веществ (на основе азота, фосфора, кремния и т.п.). Питательные вещества предполагаются не взаимозаменяемыми. Содержание веществ типа 
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 в среде обозначается 
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, их содержание в клетке вида 
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 обозначается через 
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. Эту величину называют клеточной квотой.

В водоеме в летний период фитопланктон обитает в верхней части столба воды, выше скачка температуры и плотности, называемого термоклином. Минеральные питательные вещества поступают снизу под влиянием процессов разной природы, с такой же скоростью содержимое верхней части водного столба в силу несжимаемости воды выбывает из наблюдаемой зоны. В этом случае можно использовать данную модель, усредняя все характеристики по пространству.

Концентрации фитопланктона и биогенов будем измерять в г/м3, внутриклеточные концентрации питательного вещества в 
[image: image9.wmf]анктона
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Для живого организма та или иная стратегия деятельности определяется не только окружающей средой, но и его состоянием. Внутреннее состояние организма можно характеризовать по-разному. В нашем случае как индикатор предлагается использовать внутриклеточное содержание питательных веществ на основе минеральных соединений во внешней среде — клеточную квоту 
[image: image10.wmf]ij

q

.

Потребление пищи микроорганизмами осуществляется с удельной скоростью 
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, а рост биомассы происходит с удельной скоростью 
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 при возможном ограничении, сформулированном как принцип «узкого места» Либиха. Этот принцип считается дискуссионным, но в ряде ситуаций он лучше других объясняет процессы роста биомассы вида. Скорость роста отдельного вида, согласно принципу Либиха, ограничена скоростью роста наименее производительного субстрата (биогена). Модель динамики масс компонентов системы (открытая модель) приобретает форму
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для 
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 обозначена скорость протока вещества в системе, через 
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 — содержание минеральных питательных веществ во входящем потоке.

Конкретизация функций модели (1) в приложениях осуществляется на основе формулы М. Друпа для удельной скорости роста организмов:
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Через 
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 и 
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 обозначены нижние и верхние границы для внутриклеточной концентрации питательных веществ. Удельные скорости минерального питания в зависимости от содержания веществ во внешней среде определяются формулой
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 имеет предложенный С. Йоргенсеном вид:
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В статье [15] модель (1) применяется для анализа фитопланктонных сообществ Черного моря.

2 Равновесные решения и их устойчивость
Рассмотрим автономную систему дифференциальных уравнений:
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Равновесным решением системы (2) называется константное решение 
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Равновесное решение 
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 системы (2) следует считать устойчивым, если всякое решение системы (2), исходящее при 
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Определение. Равновесное решение 
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 системы (2) называется устойчивым по Ляпунову, если для любого 
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для всех 
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 справедливы неравенства
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Определение. Если равновесное решение 
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 не только устойчиво, но, кроме того, удовлетворяет условию
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 называется асимптотически устойчивым.

3 Поиск равновесных решений
Для исследования равновесий рассмотрим обобщение модели (1). Вместо конкретных формульных представлений функций модели потребуем от них выполнения следующих свойств:
(*) функцию 
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 предполагаем строго возрастающей по 
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указанные функции предполагаются непрерывно дифференцируемыми в своих областях определения.

Равновесные решения 
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 системы (1) находим из системы уравнений
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Отметим, что нас интересуют только неотрицательные равновесные решения.
Если 
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Поскольку функция 
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Утверждение 1. Функция 
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Доказательство.
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 справедливо неравенство 
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Введем функцию 
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Определим матрицу 
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Утверждение 2. Условие 
[image: image74.wmf](

)

D

q

ij

ij

n

j

=

=

*

,...,

1

min

m

 эквивалентно следующему условию: 
[image: image75.wmf]0

0

*

0

*

:

 

,

:

ij

j

ij

j

z

z

j

z

z

j

=

$

³

"

.
Доказательство.


[image: image76.wmf](

)

(

)

(

)

D

q

j

D

q

j

D

q

ij

ij

ij

ij

ij

ij

n

j

=

$

³

"

Û

=

=

*

0

*

*

,...,

1

0

0

:

 

,

:

min

m

m

m

.

[image: image77.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ij

ij

j

j

ij

j

ij

ij

ij

ij

z

D

z

D

z

D

z

q

D

q

=

³

Û

³

Û

³

Û

³

-

1

*

*

*

*

~

~

~

m

m

m

m

.
Аналогично 
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Таким образом, 
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Следствие. Если 
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Выберем множество 
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Справедливо утверждение: 
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Обозначим 
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Потребуем, чтобы для всех 
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Выбрав множества 
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В этой системе мы фиксируем значения 
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Условие
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является необходимым и достаточным для локальной асимптотической устойчивости найденного равновесного решения [4].
Найдем функции 
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Таким образом, мы нашли функции 
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4 Решение СЛАУ методом Гаусса

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) из 
[image: image136.wmf]m

 уравнений с 
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 неизвестными:
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Требуется найти все решения данной системы либо определить, что она несовместна (не имеет решений).
Вначале система (4) при помощи элементарных преобразований приводится к ступенчатому виду:
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Процесс преобразования системы (4) к ступенчатому виду называется прямым ходом метода Гаусса.

Переменные 
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 называются главными переменными, все остальные переменные называются свободными.

Если хотя бы одно число 
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Пусть 
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. Рассмотрим обратный ход метода Гаусса. Перенесем свободные переменные в правые части уравнений. Получим
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Придадим свободным переменным произвольные значения, а значения главных переменных найдем по формуле
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Рассмотрим прямой ход метода Гаусса с выбором главного элемента по столбцу.
Сначала находим в 1-м столбце максимальный по модулю элемент (главный элемент). Если все элементы 1-го столбца равны 0, то переменная 
[image: image147.wmf]1
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 уже исключена, переходим к исключению переменной 
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. Если же не все элементы 1-го столбца равны 0, то меняем местами 1-ю строку и строку, в которой находится главный элемент, а затем исключаем переменную 
[image: image149.wmf]1
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 из 2-го, 3-го, …, m-го уравнений, домножая 1-е уравнение на коэффициенты 
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 и вычитая его из всех остальных уравнений.
После исключения переменной 
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 аналогичным образом исключаем переменные 
[image: image152.wmf]2
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, 
[image: image153.wmf]3

x

 и т.д.
Разработан модуль для решения СЛАУ методом Гаусса в случае, когда матрица системы может быть квадратной вырожденной или прямоугольной.
5 Решение системы дифференциальных уравнений
Требуется численно найти решение системы (1):
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Систему будем решать двумя способами: при помощи пакета Wolfram Mathematica 8 (функция NDSolve, с использованием стандартного решателя) и при помощи собственной программы на языке программирования C++.

В правой части уравнения 
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 присутствует функция минимума, которая является непрерывной во всех точках, но в некоторых точках может не иметь производной. В связи с этим для численного решения системы необходимо использовать численные методы, не использующие производных правых частей уравнений, например, метод Эйлера.
Для системы дифференциальных уравнений
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 — вектор, метод Эйлера имеет вид
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если процесс рассматривается при 
[image: image161.wmf][

]

T

t

,

0

Î

.

Для примеров система (1) решалась и методом Эйлера, и при помощи стандартного решателя Wolfram Mathematica 8, но результаты полностью совпали.
6 Вычислительная иллюстрация

Разработана программная система на языке программирования C++, в которой реализован описанный алгоритм поиска равновесных решений. Разработан модуль для решения СЛАУ методом Гаусса для случая, когда матрица СЛАУ может быть квадратной вырожденной или прямоугольной.

Рассмотрим следующий пример из статьи [4].
4 вида планктона, 3 вида минеральных веществ (на основе азота, фосфора и кремния). Всем видам предоставлены одинаковые потенциальные возможности роста: 
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 кратны минимальным: 
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. В таблице 1 все исходные данные умножаются на 10–4.
Т а б л и ц а  1 – Пример 1
	Параметр
	Вещество
	1-й вид
	2-й вид
	3-й вид
	4-й вид

	
[image: image169.wmf]k


	N
	7.0
	8.0
	8.0
	7.5

	
	P
	1.0
	0.8
	1.0
	1.0

	
	Si
	20.0
	20.0
	18.0
	22.5
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	N
	20.0
	8.0
	8.0
	10.0

	
	P
	8.0
	20.0
	10.0
	10.0

	
	Si
	10.0
	10.0
	20.0
	10.0
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	N
	5.0
	7.5
	9.0
	7.5

	
	P
	1.0
	0.7
	1.0
	1.0

	
	Si
	24.0
	20.0
	18.0
	22.5


Были найдены следующие устойчивые равновесия.
Т а б л и ц а  2 – Найденные устойчивые равновесные решения для примера 1
	№
	y1
	y2
	y3
	y4
	z1
	z2
	z3

	1
	0.622074
	0
	0
	0
	4.50692e-005
	2.0679e-006
	0.000678445

	2
	0
	0.814569
	0
	0
	9.04824e-005
	5.10645e-007
	0.000535117

	3
	0
	0
	0.677894
	0
	0.000107784
	1.50895e-006
	0.000311068

	4
	0
	0.313518
	0.2471
	0
	0.000130882
	1.06667e-006
	0.000535117

	5
	0.0291762
	0.105788
	0
	0.508045
	8.78477e-005
	1.3369e-006
	0.000700692


Рассмотрим еще один пример. Данные те же, что и в предыдущем примере, за исключением 
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Были найдены следующие устойчивые равновесия.

Т а б л и ц а  3 – Найденные устойчивые равновесные решения для примера 2
	№
	y1
	y2
	y3
	y4
	z1
	z2
	z3

	1
	0.445907
	0
	0
	0
	3.03362e-006
	1.4081e-007
	4.94463e-005

	2
	0
	0.487402
	0
	0
	7.61132e-006
	4.20094e-008
	4.55474e-005

	3
	0
	0
	0.404466
	0
	9.15099e-006
	1.24884e-007
	2.54621e-005

	4
	0
	0
	0
	0.474474
	5.89134e-006
	1.05524e-007
	5.20699e-005

	5
	0.07825
	0
	0
	0.338399
	5.69764e-006
	1.25818e-007
	5.81448e-005

	6
	0
	0.135542
	0.194839
	0
	1.13462e-005
	1.00629e-007
	4.10362e-005

	7
	0
	0.0853607
	0
	0.306522
	7.61132e-006
	1.00629e-007
	6.18684e-005


Приведем пример, в котором получается континуальное множество равновесных решений.

2 вида планктона, 2 вида минеральных веществ. 
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Т а б л и ц а  4 – Пример 3
	Параметр
	Вещество
	1-й вид
	2-й вид
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	1
	0.2
	0.2

	
	2
	0.215
	0.186
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	1
	1.5
	2.2

	
	2
	1.5
	2.2
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	1
	0.1052631578947368
	0.0673684210526316

	
	2
	0.0184210526315789
	0.0113513513513514

	
[image: image183.wmf]q


	1
	0.2
	0.1

	
	2
	0.05
	0.02


Программа выводит устойчивые равновесия 
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, а также континуальное множество равновесий 
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 программа определить не может, так же как и устойчивость равновесий из этого множества). Получили отрезок прямой 
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Приведем графики решений системы дифференциальных уравнений для примеров. Вычисления проводились при помощи программы на языке C++, в которой реализован метод Эйлера, графики строились в пакете Wolfram Mathematica 8.
Начальные значения 
[image: image194.wmf]i

y

, не изображенных на графике, полагаем равными 0.1. Начальные значения 
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 полагаем равными 
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Для примера 1:
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Рис. 1. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
[image: image202.wmf]2

y

. Решение притягивается к равновесию № 2.
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Рис. 2. График решения при начальных значениях 
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[image: image205.wmf]1
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, по оси ординат — 
[image: image206.wmf]2
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. Решение притягивается к равновесию № 1.
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Рис. 3. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 1.
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Рис. 4. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 2.
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Рис. 5. График решения при начальных значениях 
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[image: image217.wmf]1

y

, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 1.
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Рис. 6. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
[image: image222.wmf]3
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. Решение притягивается к равновесию № 3.

[image: image223.emf]0.2 0.4 0.6 0.8

0.1

0.2

0.3

0.4


Рис. 7. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 2.
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Рис. 8. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
[image: image230.wmf]3
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. Решение притягивается к равновесию № 3.
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Рис. 9. График решения при начальных значениях 
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. По оси абсцисс — 
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 1.
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Рис. 10. График решения при начальных значениях 
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[image: image237.wmf]1
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 1.

Выбор начальной точки в пользу некоторого вида планктона влияет на сходимость функционирования системы к равновесному состоянию, в котором преобладает соответствующий вид.
Для примера 2:
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Рис. 11. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 1.
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Рис. 12. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 4.
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Рис. 13. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 2.
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Рис. 14. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 2.
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Рис. 15. График решения при начальных значениях 
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, по оси ординат — 
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. Решение притягивается к равновесию № 3.

Для примера 3:
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Рис. 16. График решения при различных начальных значениях 
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. Решение притягивается к одному из равновесий, находящихся на прямой 
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Построим для примера 1 интегральные кривые. В качестве начальных значений возьмем 
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Рис. 17. Интегральные кривые. По оси абсцисс — 
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, по оси ординат — 
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. Синим цветом — 
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, красным цветом — 
[image: image269.wmf]2
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, золотистым цветом — 
[image: image270.wmf]3
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, зеленым цветом — 
[image: image271.wmf]4
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.
На рисунке 17 видно, что выживает только второй вид, а концентрации остальных видов стремятся к нулю.
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Рис. 18. Интегральные кривые. По оси абсцисс — 
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, по оси ординат — 
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. Синим цветом — 
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, красным цветом — 
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, золотистым цветом — 
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Рис. 19. Интегральные кривые. По оси абсцисс — 
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, по оси ординат — 
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. Синим цветом — 
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, красным цветом — 
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, золотистым цветом — 
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Рис. 20. Интегральные кривые. По оси абсцисс — 
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, по оси ординат — 
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. Синим цветом — 
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, красным цветом — 
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, золотистым цветом — 
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Рис. 21. Интегральные кривые. По оси абсцисс — 
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, по оси ординат — 
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. Синим цветом — 
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, красным цветом — 
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, золотистым цветом — 
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Рис. 22. Интегральные кривые. По оси абсцисс — 
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, по оси ординат — 
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. Синим цветом — 
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, красным цветом — 
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, золотистым цветом — 
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На рисунках 18–22 видно, что содержание минеральных веществ в среде 
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 и внутриклеточное содержание минеральных веществ 
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 стремятся к своим равновесным значениям и в конечном итоге стабилизируются.

Теперь в качестве начальных значений возьмем 
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Рис. 23. Интегральные кривые. По оси абсцисс — 
[image: image306.wmf]t

, по оси ординат — 
[image: image307.wmf]i

y

. Синим цветом — 
[image: image308.wmf]1

y

, красным цветом — 
[image: image309.wmf]2

y

, золотистым цветом — 
[image: image310.wmf]3

y

, зеленым цветом — 
[image: image311.wmf]4
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На рисунке 23 видно, что выживает только третий вид, а концентрации остальных видов стремятся к нулю.
Возьмем в качестве начальных значений 
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Рис. 24. Интегральные кривые. По оси абсцисс — 
[image: image314.wmf]t

, по оси ординат — 
[image: image315.wmf]i

y

. Синим цветом — 
[image: image316.wmf]1

y

, красным цветом — 
[image: image317.wmf]2

y

, золотистым цветом — 
[image: image318.wmf]3

y

, зеленым цветом — 
[image: image319.wmf]4

y

.

На рисунке 24 видно, что выживает только первый вид, а концентрации остальных видов стремятся к нулю, хотя изначально преобладал 4-й вид.
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Рис. 25. Интегральные кривые. По оси абсцисс — 
[image: image321.wmf]t

, по оси ординат — 
[image: image322.wmf]j

z

. Синим цветом — 
[image: image323.wmf]1

z

, красным цветом — 
[image: image324.wmf]2
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 (значения так малы, что кривой на рисунке не видно), золотистым цветом — 
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Заключение

В данной работе рассмотрена задача поиска равновесных решений для системы дифференциальных уравнений, описывающей динамику биомассы фитопланктона.
Разработана программная система, в которой реализован предложенный в [4] алгоритм поиска равновесий. Разработан модуль для решения СЛАУ методом Гаусса для случая, когда матрица системы может быть квадратной вырожденной или прямоугольной.
Разработана программа для решения системы дифференциальных уравнений методом Эйлера.

Рассмотрены примеры, найдены устойчивые равновесия и решения системы дифференциальных уравнений при различных начальных условиях. Приведен пример, когда программа находит континуальное множество равновесных решений.
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Приложение А
Модуль для решения СЛАУ методом Гаусса
Основная функция модуля — Gauss, которая объявлена следующим образом:

std::vector<std::vector<double> > Gauss(

std::vector<std::vector<double> > a,

std::vector<double> b);

Функция принимает на вход матрицу системы a и вектор правых частей уравнений b. Функция возвращает вектор значений переменных, каждый элемент этого вектора, в свою очередь, является вектором, содержащим коэффициенты при свободных переменных и число, которое прибавляется к линейной комбинации свободных переменных. Если система несовместна, то функция возвращает пустой вектор.
Вектор, содержащий значение переменной, устроен так: нулевой элемент вектора содержит число, которое прибавляется к линейной комбинации свободных переменных, а i-й элемент (i > 1) содержит коэффициент при i-й свободной переменной.

Прямой ход метода Гаусса реализован следующим образом. Переменная i содержит номер текущего рассматриваемого уравнения, а переменная  j содержит номер текущей переменной, которую нужно исключить (предполагается, что из уравнений с номерами 1, 2, …, i – 1 уже исключены переменные с номерами 1, 2, …, j – 1). В процессе прямого хода метода Гаусса вычисляется вектор jj, содержащий номера главных переменных. Также вычисляется переменная r, содержащая число главных переменных.
/* Прямой ход метода Гаусса */

std::vector<int> jj;

int j = 0;

int r = 0;

for (int i = 0; i < m; ++i) {


double max_abs;


int k_max;


while (j <= n-1) {



//находим максимальный по модулю элемент



max_abs = 0;



k_max = i;



for (int k = i; k < m; ++k) {




if (fabs(a[k][j]) > max_abs) {





max_abs = fabs(a[k][j]);





k_max = k;




}



}



if (!equal(max_abs, 0))




break;



++j;


}


if (j > n-1)



break;


++r;


jj.push_back(j);


if (k_max != i) {



//поменять местами i-ю строчку с k_max-й



for (int l = j; l < n; ++l)




swap_double(a[i][l], a[k_max][l]);



swap_double(b[i], b[k_max]);


}


//делим i-е уравнение на a[i][j]


for (int l = j+1; l < n; ++l) {



a[i][l] /= a[i][j];


}


b[i] /= a[i][j];


a[i][j] = 1;


//путём элементарных преобразований обнулить

//элементы a[i+1][j], a[i+2][j], ..., a[m-1][j]


for (int k = i+1; k < m; ++k) {



//умножаем i-е уравнение на a[k][j]
//и вычитаем из k-го уравнения



for (int l = j+1; l < n; ++l)




a[k][l] -= a[i][l]*a[k][j];



b[k] -= b[i]*a[k][j];



a[k][j] = 0;


}


++j;

}

Далее система проверяется на совместность.

/* Проверка системы на совместность */

bool flag = true;

for (int i = r; i < m; ++i) {


if (!equal(b[i], 0)) {



flag = false;



break;


}

}

if (!flag) {


//система несовместна


return ans;

}

После этого определяется, какие переменные будут свободными, и свободным переменным присваивается произвольное значение.

/* Определение свободных переменных */

int free_vars_count = n-r;

ans.resize(n);

for (int j = 0; j < n; ++j)


ans[j].resize(free_vars_count + 1);

if (r == 0) {


for (int j = 0; j < n; ++j)



ans[j][j+1] = 1;

}

else {


int c = 0;


for (int j = 0; j < jj[0]; ++j) {



++c;



ans[j][c] = 1;


}


for (int i = 0; i < r-1; ++i) {



for (int j = jj[i]+1; j < jj[i+1]; ++j) {




++c;




ans[j][c] = 1;



}


}


for (int j = jj[r-1]+1; j < n; ++j) {



++c;



ans[j][c] = 1;


}

}

Наконец, выполняется обратный ход метода Гаусса, в ходе которого вычисляются значения главных переменных.

/* Обратный ход метода Гаусса */

for (int i = r-1; i >= 0; --i) {


ans[jj[i]][0] = b[i];


for (j = jj[i]+1; j < n; ++j)



ans[jj[i]] = add(ans[jj[i]],

mult(ans[j], -a[i][j]));

}

Приложение Б

Программа для поиска равновесных решений
Вначале перебираются все возможные множества 
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, а затем для каждого такого множества 
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 перебираются все возможные множества 
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, для которых выполняется условие 
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. Перебор рекурсивный. Перебор всех возможных подмножеств множества 
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 сводится к перебору всех возможных бинарных последовательностей из 
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 элементов. Случай 
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 рассматривается отдельно. Для случая 
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 все возможные множества 
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 перебираются точно так же, как и все возможные множества 
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, но с проверкой дополнительного условия 
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В случае 
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 равновесное решение имеет вид 
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В остальных случаях вычисляется матрица СЛАУ и правые части уравнений, и затем полученная СЛАУ решается при помощи функции Gauss.
Решив СЛАУ, мы найдем 
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Остается найти 
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Используем метод дихотомии. Требуется найти нуль функции 
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Вначале полагаем 
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Далее на каждом шаге делим отрезок 
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 пополам, находим середину отрезка 
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 меняем на 
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 и, таким образом, на следующем шаге будем рассматривать отрезок 
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 и на следующем шаге будем рассматривать отрезок 
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После нахождения 
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