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Аннотация 

Разработаны численные алгоритмы. 

2. Математические методы 

2.14. Вычисление 




 

00min ,  

Рассмотрим точки промежутка [a...b]: 

   31,, 


abyx
b

arrr , 

xa > xa + 1 > ... > xb, 

ya  ya + 1  ...  yb. 

Пусть 0 — целое число, удовлетворяющее неравенству 

10 0  ab . 

Пусть задано число 


0  ( 00 


 ). 

Требуется вычислить значение величины 

 
  cyxp rr

bra
c






 




 

,maxinf, 1
,

00min 0

0






 , 

где 

    


 0,max|,
0

 
cyxpc rr

bra
. 

Если  
0

, то величина 




 

00min ,  не определена. 

Заметим, что в случае, когда  
0

 и 10  ab , имеем 0, 00min 




 

 . 

Далее будем рассматривать случай 

10 0  ab . 

Предложение 14. Пусть функция f(x, y) определена на множестве D  R
2
, 

    DyxyxY  ,|R , 

 
 

 yxfxYx
xYy

,min:,R 


, 

 
 

  ayxf
xYy

xY
x







,minmin
R

. 

Тогда 
 

  ayxf
Dyx




,inf
,

, 

если    xYx :R , то D  и 
 

 yxf
Dyx

,inf
, 

 не имеет смысла. 

Доказательство. 

 
 

  





ayxf
xYy

xY
x

,minmin
R

 

 
 

 
 

    


xYxayxfyxfxYx
xYyxYy

,R ,min,min:,R 000
0

; 

 
         0000000  ,,: ,min

0

xYyayxfyxfxYyayxf
xYy




; 

   
 

  ayxfyxfDyx
xYy




,min,:, . 

Итак,         DyxayxfyxfDyx  , ,,:, 0000 . 

Следовательно, 
 

  ayxf
Dyx




,inf
,

. 

Обозначим 

       


 0,max|,|
00

 
cyxpcccC rr

bra
. 

По предложению 14, если 



 

4 

 
 

  cyxpC rr

bra
Cc










,maxmin:,R 10

0
0






 , 

 
 

  cyxp rr

bra
Cc

C








 



,maxminmin 1
R 0

0

0











, 

то 

 
 

  cyxp rr

bra
Cc

C






 







 



,maxminmin, 1
R

00min 0

0

0











 , 

если     
0

:R C , то величина 




 

00min ,  не определена. 

Предложение 15.       





 00 ,min,max|
0

  rr
bra

rr
bra

yxpcyxpcC . 

Доказательство. 

    


 0,max|
0

 
cyxpcC rr

bra
; 

       





0,min,,maxmax,max  rr
bra

rr
bra

rr
bra

yxpccyxpcyxp  

 

 
    .,min,max

,min

,max

00

0

0 





































rr
bra

rr
bra

rr
bra

rr
bra

yxpcyxp

yxpc

cyxp
 

Предложение 16. 

     


















 rr

bra

rr
bra

rr

bra

yxpccyxpcyxp ,min,,maxmaxmin,max 11
0

1 0
0

0 


 . 

Таким образом, 

 
 

  




 







 



cyxp rr

bra
Cc

C

,maxminmin, 1
R

00min 0

0

0











  

 
 

    


















 



rr

bra

rr
braCc

C

yxpccyxp ,min,,maxmaxminminmin 11
0R 0

0
0

0











 

 
 

    


















 



rr

bra

rr
braCc

C

yxpccyxp ,min,,maxmaxminminmin 11
R0 0

0

0

0











 

   
    

     






)(

min

)(

max
,R0

0

0min0max

0min0max

0

,maxminminmin















 cc

c

. 

Рассмотрим промежуток   , , на котором функции  max ,  min ,    )(

max , 

   )(

min
0   являются линейными. 

Ставится задача вычисления 

 
   

    
     






)(

min

)(

max
,,

0

0min0max

0min0max

,maxminmin















 cc

c

. 

Предложение 17. Пусть   . 

 
 


































.
2

 ,

,
2

 ,
2

,
2

 ,

,maxmin
,









BA
A

BAAB

BA
B

AccB
c

 

Доказательство. 



 

5 

2

BA
cAccB


 , следовательно,  


















.
2

 ,

,
2

 ,

,max
BA

cAc

BA
ccB

AccB  

Если 


2

BA
, то 

 
 

 
  





BcBAccB

cc ,,
min,maxmin . 

Если  



2

BA
, то 

 
 

22
,maxmin

,

ABBA
BAccB

c







 
. 

Если 


2

BA
, то 

 
 

 
  AAcAccB

cc





 ,,
min,maxmin . 

Из предложения 17 следует, что 

    
    









 



)(

min

)(

max
,

0

0min0max

,maxmin cc
c

 

   
   

 

   
 

   
 

   
   

 












































.
2

,

,
2

,
2

,
2

,

0max

)(

max

)(

min
0

)(

minmax

0min

)(

max

)(

min
0max

)(

min

)(

max

0min

)(

max

)(

min
0min

)(

max

0

0

00

0

























 

Чтобы вычислить  

 
   

    
     






)(

min

)(

max
,,

0

0min0max

0min0max

,maxminmin















 cc

c

, 

найдѐм множество 

      


 0min0max|, A . 

Пусть 

  maxmaxmax bk   , 

  minminmin bk   . 

    











 0minmin0maxmax0min0max  bkbk  

  
 0maxminminmax 2 bbkk . 

Рассмотрим 3 случая. 

1) kmax > kmin. 

 
 minmax

0maxmin
0maxminminmax

2~2
kk

bb
bbkk












 . 

Пусть    ~,min , 21 . 

Если 21   , то A = , иначе A = [1, 2]. 

2) kmax < kmin. 

 
 minmax

0maxmin
0maxminminmax

2~2
kk

bb
bbkk












 . 

Пусть     21  ,~,max . 

Если 21   , то A = , иначе A = [1, 2]. 

3) kmax = kmin. 

  022 0maxmin0maxminminmax 





  bbbbkk . 

Если 02 0maxmin 


 bb , то A = [1, 2], где   21  , , иначе A = . 

Требуется вычислить 
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)(

min

)(

max
,,

0

0min0max21

,maxminmin








 cc
c

. 

Найдѐм множества 

 
   

 






 







0min

)(

max

)(

min
211

2
|,

0







B , 

   
   

 






 










0min

)(

max

)(

min
0max212

2
|,

0







B , 

 
   

 






 







0max

)(

max

)(

min
213

2
|,

0







B . 

Воспользуемся формулой 

                             
      

    








 



)(

min

)(

max
,,

0

0min0max21

,maxminmin cc
c

                        (1) 

   
   

   













 









 









0

)(

minmax

)(

min

)(

max
0min

)(

max
0

3

0

21

min,
2

min,minmin 


 









 BBB
. 

Рассмотрим промежуток    , , на котором функции  max ,  min ,    )(

max , 

   )(

min
0   являются линейными. 

Требуется вычислить 

 
   

    
     






)(

min

)(

max
,,

0

0min0max

0min0max

,maxminmin















 cc

c

. 

Найдѐм множество 

      


 0min0max|, A . 

Рассмотрим 3 случая. 

1) kmax > kmin. 

  ~ . 

Пусть    ~,min2 . 

A = (–, 2]. 

2) kmax < kmin. 

  ~ . 

Пусть   21  ,~ . 

Если 21   , то A = , иначе A = [1, 2]. 

3) kmax = kmin. 

Если 02 0maxmin 


 bb , то A = (–, 2], где  2 , иначе A = . 

Замечание. Возможен только случай 2. 

Требуется вычислить 

    
     



)(

min

)(

max
,

0

0min0max

,maxminmin








 cc
cA

. 

Найдѐм множества 

   
 







 







0min

)(

max

)(

min
1

2
|

0







AB , 

 
   

 






 










0min

)(

max

)(

min
0max2

2
|

0







AB , 

   
 







 







0max

)(

max

)(

min
3

2
|

0







AB . 

Воспользуемся формулой, аналогичной формуле (1). 
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Рассмотрим промежуток  , , на котором функции  max ,  min ,    )(

max , 

   )(

min
0   являются линейными. 

Требуется вычислить 

 
   

    
     






)(

min

)(

max
,,

0

0min0max

0min0max

,maxminmin















 cc

c

. 

Найдѐм множество 

      


 0min0max|, A . 

Рассмотрим 3 случая. 

1) kmax > kmin. 

  ~ . 

Пусть   ~ , 21 . 

Если 21   , то A = , иначе A = [1, 2]. 

2) kmax < kmin. 

  ~ . 

Пусть    ~,max1 . 

A = [1, +). 

3) kmax = kmin. 

Если 02 0maxmin 


 bb , то A = [1, +), где  1 , иначе A = . 

Замечание. Возможен только случай 1. 

Требуется вычислить 

    
     



)(

min

)(

max
,

0

0min0max

,maxminmin








 cc
cA

. 

Найдѐм множества 

   
 







 







0min

)(

max

)(

min
1

2
|

0







AB , 

 
   

 






 










0min

)(

max

)(

min
0max2

2
|

0







AB , 

   
 







 







0max

)(

max

)(

min
3

2
|

0







AB . 

Воспользуемся формулой, аналогичной формуле (1). 

Приведѐм алгоритм вычисления 




 

00min , . 

Предположим, что имеется перечислитель, который позволяет перебрать все 

промежутки   , , на которых функции  max ,  min ,    )(

max ,    )(

min
0   являются 

линейными. При этом нужно также учесть полубесконечные промежутки    ,  и  , . 

Алгоритм 7. 

flag  false; 

for   0 to 0 do 

for I     , ,   , ,  ,  do 

// промежутки, на которых функции  max ,  min ,    )(

max ,    )(

min
0   

// являются линейными 

A      


 0min0max| I ; 

B1  
   

 






 







0min

)(

max

)(

min

2
|

0







A ; 
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B2   
   

 






 










0min

)(

max

)(

min
0max

2
|

0







A ; 

B3  
   

 






 







0max

)(

max

)(

min

2
|

0







A ; 

if (B1  ) then 

x      




 




0min

)(

max
1

min  

 B
; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (B2  ) then 

x  
   

2
min

)(

min

)(

max
0

2

 









B
; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (B3  ) then 

x      




 





0

)(

minmax
0

3

min  

 B
; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

end 

end 

if (flag = true) then 






 

00min ,   m; 

else 






 

00min ,  не определена; 

end 

Время выполнения алгоритма —   10 MO , где M = b – a + 1. 

Приведѐм алгоритм вычисления множества  baD   | . 

Алгоритм 8. 

if (a > 0) then 

D  








a

b
, ; 
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else if (a < 0) then 

D  






,

a

b
; 

else 

if (b  0) then 

D  (–, +); 

else 

D  ; 

end 

end 

Приведѐм алгоритм вычисления множества  baD   | . 

Алгоритм 9. 

if (a > 0) then 

D  






,

a

b
; 

else if (a < 0) then 

D  








a

b
, ; 

else 

if (b  0) then 

D  (–, +); 

else 

D  ; 

end 

end 

Приведѐм алгоритм вычисления пересечения промежутков D = [a, b][c, d], где a, b, c, 

d могут равняться . 

Алгоритм 10. 

l  max{a, c}; 

r  min{b, d}; 

if (l > r) then 

D  ; 

else 

D  [l, r]; 

end 

Также воспользуемся формулой 

 
   bkbkbk 


21

,
,minmin

21




. 

Замечание. Пусть требуется найти 




 

0min , , ν = 0, 1, …, ν0. Можно применить 

алгоритмы 6 и 6′, после чего   2

0 1O  раз применить алгоритм 7 или алгоритм, 

аналогичный алгоритму 4. Таким образом, данная задача может быть решена за время 

  2

0 1MO . 

Вычислить матрицу 
  Tba

ba














 

...
00

,

min ,  можно за время   10

3 nO . 

2.15. Вычисление 




 

00min ,  

Пусть заданы неотрицательные числа 0  и 


0  ( 00  


). 



 

10 

Приведѐм алгоритм вычисления 




 

00min , . 

Алгоритм 11. 

if (   
 0min ,0  ) then 






 

00min ,  не определена; 

else 

for   0 to b – a + 1 do 

if ( 00min ,  




 

) then 






 

00min ,   ; 

break; 

end 

end 

end 

Время выполнения алгоритма —  3MO , где M = b – a + 1. 

Вычислить матрицу 
  Tba

ba














 

...
00

,

min ,  можно за время  5nO . 

2.16. Вычисление  00

, , yxka

L  

Пусть заданы кластер [a...k] и точка (x0, y0). Пусть задан уровень качества промежутка 






 

 000 ,, L , 10 ,0 000 


ak . 

Требуется вычислить значение величины 

 
 

 cyxyx
ka

Lc

ka

L ,,,inf, 00
,

00

,

,


 
 , 

где 

     






















 







010

, ,,,max,,,max|,
0

  cyxcyxc rr

kra

rr
kra

ka

L . 

Если  ka

L

, , то величина  00

, , yxka

L  не определена. 

Рассмотрим случай   ,0,0L . 

В этом случае 

    0

,, ,,,max|,
0

 


cyxc rr
kra

kaka

L . 

Обозначим 

    kaccC ,

00
,|    . 

По предложению 14, если 

 
 

 cyxC
Cc

,,,min:,R 00
0

0






 , 

 
 

 cyx
Cc

C

,,,minmin 00
R

0

0





 







 , 

то 

 
 

 
 cyxyx

Cc
C

ka

L ,,,minmin, 00
R

00

,

0

0





 







 , 

если     0
:R C , то величина  00

, , yxka

L  не определена. 

Введѐм функцию   000 yx   . 

Заметим, что 
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  cyx

Cc
C

ka

L 









 



0
R

00

,

0

0

minmin, . 

По предложению 15, 

      0min0max|
0

  ccC . 

Предложение 18. Пусть c1  c2. 

 

















. ,

, ,0

, ,

min

22

21

11

, 21

cxcx

cxc

cxxc

cx
ccc

 

Доказательство. 

Если x  c1, то |x – c| = c – x на [c1, c2]  
 

xccx
ccc




1
, 21

min . 

Если c1  x  c2, то |x – c| = 0 при c = x  [c1, c2]  
 

0min
21 ,




cx
ccc

. 

Если x  c2, то |x – c| = x – c на [c1, c2]  
  2

, 21

min cxcx
ccc




. 

Из предложения 18 следует, что 

 
 

    
 

       

     

       
















. ,

, ,0

, ,

minmin

0min00min0

0min00max

0max000max

0
,

0
0min0max0










cc
cCc

 

Рассмотрим промежуток   , , на котором функции  max ,  min ,  0  являются 

линейными. 

Требуется вычислить 

 
   

    
  c

c












0

,, 0min0max

0min0max

minmin . 

Найдѐм множество 

      0min0max|,  A . 

Найдѐм множества 

    0max01 |   AB , 

      0min00max2 |   AB , 

    0min03 |   AB . 

Воспользуемся формулой 

    
        ,0min,minminminmin

210min0max

00max0
, BBcA

c





  

    0min0
3

min 



B

. 

Случаи промежутков    ,  и  ,  рассматриваются аналогично. 

Приведѐм алгоритм вычисления  00

, , yxka

L  для случая   ,0,0L . 

Предположим, что имеется перечислитель, который позволяет перебрать все 

промежутки    , ,   , ,  , , на которых функции  max ,  min  являются 

линейными. 

Алгоритм 12. 

flag  false; 

for I     , ,   , ,  ,  do 

// промежутки, на которых функции  max ,  min  

// являются линейными 

A      0min0max|  I ; 

B1      0max0|  A ; 

B2        0min00max|  A ; 
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B3      0min0|  A ; 

if (B1  ) then 

x      


00max
1

min 
B

; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (B2  ) then 

x  0; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (B3  ) then 

x      0min0
3

min 



B

; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

end 

if (flag = true) then 

 00

, , yxka

L   m; 

else 

 00

, , yxka

L  не определена; 

end 

Время выполнения алгоритма — O(M), где M = k – a + 1. 

Рассмотрим случай   ,, 00 L . 

В этом случае 

   











 01

, ,,,max|,
0

  cyxc rr

kra

ka

L . 

Если 0 = k – a + 1, то 2, R ka

L  и   0, 00

, yxka

L . 

Далее будем рассматривать случай 0  0 < k – a + 1. 

Обозначим 

    ka

LL ccC ,,|   . 

По предложению 14, если 

 
 

 cyxC
LCc

L ,,,min:,R 00 


 , 

 
 

 cyx
L

L

Cc
C

,,,minmin 00
R





 




 , 

то 
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 cyxyx

L

L

Cc
C

ka

L ,,,minmin, 00
R

00

, 



 




 , 

если     LC:R , то величина  00

, , yxka

L  не определена. 

Заметим, что 

 
 

 
  cyx

L

L

Cc
C

ka

L 











0
R

00

, minmin, . 

Предложение 19. Пусть   ,, 00 L . 

      
0

0

0

0

)(

min0

)(

max|




 



 ccCL . 

Из предложения 19 следует, что 

 
 

    
  cc

cCc L


 


  0

,0
0

0
)0(

min0
)(

max0

minminmin , 

 
   

    
  cyx

c

ka

L 




 








 



0
,R0

00

,

0
)0(

min0
)(

max

0
)0(

min0
)(

max

0

minminmin, . 

По предложению 18, 

    
 

       

     

       






















. ,

, ,0

, ,

min

0

)(

min00

)(

min0

0

)(

min00

)(

max

0

)(

max000

)(

max

0
,

00

0

0
)0(

min0
)(

max

















c
c

 

Приведѐм алгоритм вычисления  00

, , yxka

L  для случая   ,, 00 L . 

Алгоритм 13. 

flag  false; 

for   0 to 0 do 

for I     , ,   , ,  ,  do 

// промежутки, на которых функции    )(

max ,    )(

min
0   

// являются линейными 

A      0

)(

min0

)(

max
0|   


I ; 

B1      0

)(

max0|   A ; 

B2        0

)(

min00

)(

max
0|   


A ; 

B3      0

)(

min0
0|  




A ; 

if (B1  ) then 

x       


00

)(

max
1

min 
B

; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (B2  ) then 

x  0; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 
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end 

if (B3  ) then 

x      0

)(

min0
0

3

min  






B
; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

end 

end 

if (flag = true) then 

 00

, , yxka

L   m; 

else 

 00

, , yxka

L  не определена; 

end 

Время выполнения алгоритма —   10 MO , где M = k – a + 1. 

Рассмотрим случай 




 

 000 ,, L . 

Если 0 = k – a + 1, то kaka

L

,,

0



, и случай 





 

 000 ,, L  сводится к случаю 






 


 ,0,0L . 

Далее будем рассматривать случай 0  0 < k – a + 1. 

Предложение 20. Пусть 




 

 000 ,, L . 

           
0

0

0

0min0max0

)(

min0

)(

max ||




 








 




 ccccCL . 

Из предложения 20 следует, что 

 
 

    
    

  cc
cCc L









 




  0

,

,0
0

0min0max

0
)0(

min0
)(

max0

minminmin , 

 
   

   

    
    

  cyx
c

ka

L 

















 













 



0

,

,R0
00

,

0min0max

0
)0(

min0
)(

max

0min0max

0
)0(

min0
)(

max

0

minminmin, . 

По предложению 18, 

    
    

 

   

 

   
























, ,

, ,0

, ,

min

2020

201

1001

0

,

,

0min0max

0
)0(

min0
)(

max

cc

cc

cc

c
c














 

где           210min0max0

)(

min0

)(

max ,,, 0 cc




 





   . 

Если     
 0max0

)(

max  
, то   

 0max1 c . 

Если     
 0max0

)(

max  
, то   0

)(

max1   c . 

Если     




0min0

)(

min
0  

, то   0

)(

min2
0  




c . 

Если     




0min0

)(

min
0  

, то   
 0min2 c . 
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Приведѐм алгоритм вычисления  00

, , yxka

L  для случая 




 

 000 ,, L . 

Алгоритм 14. 

flag  false; 

for   0 to 0 do 

for I     , ,   , ,  ,  do 

// промежутки, на которых функции    )(

max ,    )(

min
0  ,  max ,  min  

// являются линейными 

A           





0min0max0

)(

min0

)(

max || 0  I ; 

B1           





0min0

)(

min0max0

)(

max
0||  A ; 

B2           





0min0

)(

min0max0

)(

max
0||  A ; 

B3           





0min0

)(

min0max0

)(

max
0||  A ; 

B4           





0min0

)(

min0max0

)(

max
0||  A ; 

D1       0max01 | B ; 

D2        0

)(

min00max1
0 |  







B ; 

D3      0

)(

min01
0|  




B ; 

E1       0max02 | B ; 

E2        


 0min00max2  | B ; 

E3       0min02 | B ; 

F1      0

)(

max03 |   B ; 

F2        0

)(

min00

)(

max3
0 |   


B ; 

F3      0

)(

min03
0|  




B ; 

G1      0

)(

max04 |   B ; 

G2         0min00

)(

max4  |  B ; 

G3       0min04 | B ; 

if (D1  ) then 

x     




 








00max

1

min
D

; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (D2  ) then 

x  0; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 
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end 

end 

if (D3  ) then 

x      0

)(

min0
0

3

min  






D
; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (E1  ) then 

x     




 








00max

1

min
E

; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (E2  ) then 

x  0; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (E3  ) then 

x      




 




0min0
3

min 
 E

; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (F1  ) then 

x       


00

)(

max
1

min 
F

; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (F2  ) then 
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x  0; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (F3  ) then 

x      0

)(

min0
0

3

min  






F
; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (G1  ) then 

x       


00

)(

max
1

min 
G

; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (G2  ) then 

x  0; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (G3  ) then 

x      




 




0min0
3

min 
 G

; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

end 

end 

if (flag = true) then 

 00

, , yxka

L   m; 

else 
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 00

, , yxka

L  не определена; 

end 

Время выполнения алгоритма —   10 MO , где M = k – a + 1. 

2.17. Вычисление  00

,

, ,
00

yxka

  

Требуется вычислить значение величины 

 
   

 cVyx ka

cyxc

ka ,min, ,

,,,:,
00

,

, 0
000

00
 





  . 

Обозначим 

       00000

0

,, |,,,|
000

 cccyxcC yx  . 

 
   

  














 01
,,,:,

00

,

, ,,,max|10min,
000

00
 


 cyxakyx rr

kra
cyxc

ka  

 
  

















01
R

,maxminmin|0min
0

0,0,0

 


cyxpak rr

kra
Cc yx

 

 
     









 




0

)(

min

)(

max
0R

,maxminminmin|0min
0

0,0,0

 


ccak

yxCc
 

    
     0

)(

min

)(

max
,R0

,maxminminmin|0min
0000

 


 


ccak

c
. 

По предложению 17, 

    
     


 



)(

min

)(

max
,

,maxmin
0000

cc
c

 

   
   

 

   
 

   
 

   
   

 






































.
2

 ,

,
2

 ,
2

,
2

 ,

00

)(

max

)(

min)(

min00

00

)(

max

)(

min
00

)(

min

)(

max

00

)(

max

)(

min
00

)(

max

























 

Приведѐм алгоритм вычисления  00

,

, ,
00

yxka

 . 

Алгоритм 15. 

for   0 to k – a do 

flag  false; 

for   0 to  do 

for I     , ,   , ,  ,  do 

// промежутки, на которых функции    )(

max ,    )(

min

  

// являются линейными 

B1  
   

 














00

)(

max

)(

min

2
| 






I ; 

B2   
   

 














00

)(

max

)(

min
00

2
| 






I ; 

B3  
   

 














00

)(

max

)(

min

2
| 






I ; 

if (B1  ) then 

x      00

)(

max
1

min 


 

 B
; 

if (flag = false) then 

m  x; 
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flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (B2  ) then 

x  
   

2
min

)(

min

)(

max

2

 









B
; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

if (B3  ) then 

x       



)(

min00
3

min 




B
; 

if (flag = false) then 

m  x; 

flag  true; 

else 

m  min{m, x}; 

end 

end 

end 

end 

if (m  0) then 

 00

,

, ,
00

yxka

   ; 

break; 

end 

end 

Замечание. При вычислениях нужно предусмотреть нахождение минимума линейной 

функции на полубесконечном промежутке. 

Время выполнения алгоритма —  3MO , где M = k – a + 1. 

2.18. Вычисление множества L  

Требуется вычислить множество 

  LL cc  ,:|  , 

где 

     






















 







010 ,,,max,,,max|,
0

  cyxcyxc rr

bra

rr
bra

L . 

Рассмотрим случай   ,, 00 L . 

В этом случае 

   











 01 ,,,max|,
0

  cyxc rr

bra

L . 

Если 0 = b – a + 1, то 2RL  и   ,L . 

Далее будем рассматривать случай 0  0 < b – a + 1. 

Заметим, что 
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01
R

01
R

,maxmin|,,,maxmin|
00

  cyxpcyx rr

bra
c

rr

bra
c

L
 

    












0

)(

min

)(

max
0

0

0

min
2

1
|  


. 

Обозначим 

    0

)(

min

)(

max

)( 2| 0   


L . 

Тогда 


0

0

)(









 LL . 

Приведѐм алгоритм вычисления множества L  для случая   ,, 00 L . 

Алгоритм 16. 

for   0 to 0 do 

A  ; 

for I     , ,   , ,  ,  do 

// промежутки, на которых функции    )(

max ,    )(

min
0   

// являются линейными 

A  A       0

)(

min

)(

max 2| 0   


I ; 

end 
)(

L   A; 

end 

L  
0

0

)(









L ; 

Время выполнения алгоритма —   10 MO , где M = b – a + 1. 

Рассмотрим случай 




 

 000 ,, L . 

Если 0 = b – a + 1, то 
0

L , и случай 




 

 000 ,, L  сводится к случаю 






 


 ,0,0L . 

Далее будем рассматривать случай 0  0 < b – a + 1. 

Заметим, что 

 
  













 

01 ,,,maxmin|
0

0

 




cyx rr

bra
Cc

L . 

   
    

  























01
,

0min0max ,maxmin|,
0

0min0max

 


cyxp rr

brac

 

   
    

    























0

)(

min

)(

max
,0

0min0max
0

0min0max0

,maxminmin|,  


cc

c

 

Обозначим 

   
    

    























0

)(

min

)(

max
,

0min0max

)( 0

0min0max

,maxmin|,  



 cc
c

L  

Тогда 


0

0

)(









 LL . 

По предложению 17, 
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)(

min

)(

max
,

0

0min0max

,maxmin cc
c

 

   
   

 

   
 

   
 

   
   

 












































.
2

,

,
2

,
2

,
2

,

0max

)(

max

)(

min
0

)(

minmax

0min

)(

max

)(

min
0max

)(

min

)(

max

0min

)(

max

)(

min
0min

)(

max

0

0

00

0

























 

Приведѐм алгоритм вычисления множества L  для случая 




 

 000 ,, L . 

Алгоритм 17. 

for   0 to 0 do 

D  ; 

for I     , ,   , ,  ,  do 

// промежутки, на которых функции  max ,  min ,    )(

max ,    )(

min
0   

// являются линейными 

A      


 0min0max|  ; 

B1  
   

 






 







0min

)(

max

)(

min

2
|

0







A ; 

B2   
   

 






 










0min

)(

max

)(

min
0max

2
|

0







A ; 

B3  
   

 






 







0max

)(

max

)(

min

2
|

0







A ; 

D1      00min

)(

max1 |   


B ; 

D2  
   















0

)(

min

)(

max
2

2
|

0







B ; 

D3      00

)(

minmax3
0|  







B ; 

D  D  D1  D2  D3; 

end 
)(

L   D; 

end 

L  
0

0

)(









L ; 

Время выполнения алгоритма —   10 MO , где M = b – a + 1. 

2.19. Вычисление множества LJ  

Требуется вычислить множество 

JL = max IL, 

где 

 















 




 














 

 000

,

min00

,

min ,определена ,|...  baba

L TbaI , 

  31|...  abbaT . 

Справедливо равенство: 
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            babababaIbaIbaJ LLL
 ............:...|... . 

Приведѐм алгоритм вычисления множества JL. 

Алгоритм 18. 

A  ; 

for a  1 to n do 

for b  a + max{2, 0 – 1} to n do 

if 











 




 














 

000

,

min00

,

min ,определена ,  baba  

  






















 




 














 

 

000

,1

min00

,1

min ,определена ,1  babaa  

  


























 




 














 

 

000

1,

min00

1,

min ,определена ,  babanb  then 

A  A  [a...b]; 

end 

end 

end 

JL  A; 

Время выполнения алгоритма —   10

3 nO . 

Заключение 

Таким образом, в ходе выполнения работы: 

 разработан алгоритм вычисления 




 

00min , ; 

 разработан алгоритм вычисления 




 

00min , ; 

 разработан алгоритм вычисления  00

, , yxka

L ; 

 разработан алгоритм вычисления  00

,

, ,
00

yxka

 ; 

 разработан алгоритм вычисления множества L ; 

 разработан алгоритм вычисления множества LJ . 


